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1 Les données

1. Z est une matrice n X p regroupant la mesure sur n individus de p variables quanti-

tatives.

2. Chaque individu ¢ est caractérisé par un vecteur z; € R (ieme ligne de Z). L’espace

des individus R? est muni d’une métrique M qui est souvent I'indentité IL,.

3. Chaque variable j est caractérisée par un vecteur z/ € R™ (jéme colonne de Z).
L’espace des variables R™ est muni de la métrique N = diag(...,p;,...) ou p;, est le

poids de l'individu i. Généralement p; = +.

4. Le tableau Z est généralement centré pour fixer le centre de gravité du nuage des
individus & lorigine : pour chaque variable j on effectue 27 — 29 — z;1,, ou z; =
D im1 Pi%ij-

5. Le tableau Z est souvent réduit ensuite pour éliminer le fait que les variables sont
sur mesurées sur des échelles (de variation) différentes : pour chaque variable j on

P o 2N (52 ' iri '
effectue 27 — 5o s = > pi(zij — Z;)? est la variance empirique de j.

2 Définitions

1. Le vecteur ¥* € R"™ des coordonnées factorielles (des scores) des n individus sur
I'axe « est le vecteur des projections orthogonales (pour le produit scalaire M) des
n individus sur l'axe engendré par le vecteur v, (M-normé a 1) maximisant I'inertie

du nuage projeté. On a :

v =ZMv,,



ol v, est le vecteur propre de Z!NZM associé a la valeur propre \,.

Le vecteur ¥* s’appelle aussi aeme composantes principales. Les composantes prin-
cipales sont donc des nouvelles variables synthétiques (des combinaisons linéaires des
variables initiales z’) qui vérifient :

— la variance de la composante principale ¥“ est égale a la valeur propre A, :

Var(W®) = A, .

— la corrélation linéaire entre deux composantes principales ¥® et ¥® est nulle :
r(We, ) = 0.

En résumé, les k composantes principales &', ..., ¥* sont de nouvelles variables synthétiques

(combinaisons linéaires des variables initiales) non corrélées entre elles, de variance

maximale et les plus liées (en un certain sens) aux variables initiales z!, ..., z.

2. Le vecteur * € R? des coordonnées factorielles (des loadings) des p variables sur
I'axe « est le vecteur des projections orthogonales (pour le produit scalaire N) des p
variables sur I’axe engendré par le vecteur u, (N-normé & 1) maximisant 'inertie du
nuage projeté. On a :

P* = Z'Nu,

ol u, est le vecteur propre de ZMZ!N associé a la valeur propre \,.
Le vecteur des loadings ©“ contient les corrélations des p variables avec la aeme

composantes principales ¥® : ¢;, = 7(2z/, 7).

3 ACP avec métriques

L’ACP du triplet (Z,N, M) revient a effectuer une décomposition en valeurs singulieres
généralisée (GSVD - Generalized Singular Value Decomposition) d’une matrice réelle Z de

dimension n x p avec les métriques N sur R” et M sur RP.

SVD généralisée. La GSVD de la matrice Z de rang r avec les métriques N et M donne
la décomposition :

Z =UAV'

avec
— A = diag(v/A, ..., V) est la matrice diagonale des r valeurs singulieres de ZNZ‘'M
et Z'NZM.



— U est la matrice de dimension n X r dont les colonnes sont les vecteurs propres de
ZMZ'N et U'NU =1, (les vecteurs propres sont N-orthonormés).
— V est la matrice de dimension p x r dont les colonnes sont les vecteurs propres de

Z'NZM et VIMV =1, (les vecteurs propres sont M-orthonormés).

En pratique, on peut obtenir la DVSG de Z en trouvant la DVS classique de Z = DY2ZM'/2,
c’est a dire la DVSG avec les métriques I, sur R" et I, sur RP. On trouve Z =UAV! ¢t :

A=A, U=D'?U, V=M 1?V.

Coordonnées factorielles des individus et des variables

1. On note V¥ la matrice de dimension n x r des coordonnées des M-projections des n
individus (les lignes de Z) sur les axes de vecteurs directeurs v!,... v" (colonnes de
V). Cette matrice est aussi appellée matrice des coordonnées factorielles (scores) des

individus. On a par définition que :
v =7ZMV

On en déduit donc que :

U =UA

On en déduit également que u, = ¥ //\, est la aéme composante principale stan-
dardisée (divisée par son écart-type) et que U est la matrice des composantes princi-

pales standardisées.

2. On note ® la matrice de dimension p x r des coordonnées des N-projections des p
variables (les colonnes de Z) sur les axes de vecteurs directeurs u', ..., u" (colonnes
de U). Cette matrice est aussi appellée matrice des coordonnées factorielles (loadings)

des variables. On a par définition que :
d = Z'MU

On en déduit donc que :



